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Аннотация
Получена новая оценка суммы значений примитивного характера Ди-
рихле по модулю q на последовательности сдвинутых простых чисел p  l,
(l; q) = 1, p 6 x, нетривиальная при x > q 56+". Это уточняет оценку
Дж. Б. Фридландера, K. Гонга, И. Е.Шпарлинского, нетривиальную лишь
при x > q 89+".
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Abstract
The new estimate for the sum of the values of a primitive Dirichlet character
modulo an integer q has been obtained over the sequence of shifted primes
p   l, (l; q) = 1, p 6 x. This estimate is nontrivial for x > q 56+" and refines
the estimate obtained by J. B. Friedlander, K. Gong, I. E. Shparlinskii. Their
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1. Введение
Метод оценок тригонометрических сумм с простыми числами И. М. Ви-
ноградова позволил ему решить ряд арифметических проблем с простыми чис-
лами. Одна из них касается распределения значений неглавного характера на
последовательностях сдвинутых простых чисел. В 1938 г. он [1, 2] доказал: ес-
ли q — простое нечётное, (l; q) = 1, (a) – неглавный характер по модулю q,
тогда
T () =
X
p6x
(p  l) x1+"
r
1
q
+
q
x
+ x 
1
6

: (1)
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При x  q1+" эта оценка нетривиальна и из нее следует асимптотическая
формула для числа квадратичных вычетов (невычетов) modq вида p  l, p 6 x.
Затем И. М. Виноградов [3, 4, 5] получил нетривиальную оценку T () при
x > q0;75+", q — простое. Этот результат был неожиданным. Дело в том, что T ()
можно записать в виде суммы, по нулям соответствующей L — функции Ди-
рихле; тогда в предположении справедливости расширенной гипотезы Римана
для T () получится нетривиальная оценка, но только при x > q1+".
В 1968 г. А. А. Карацуба [6, 7] нашел метод, который позволил ему получить
нетривиальную оценку коротких сумм характеров в конечных полях фиксиро-
ванной степени. В работе [8] он с помощью развития этого метода в соединении
с методом И. М. Виноградова доказал: если q — простое, (a) – неглавный
характер по модулю q, x > q 12+", тогда
T () xq  11024 "2 :
Автор ранее [9, 10, 11] обобщил оценку (1) на случай составного модуля и
доказал: пусть D – достаточно большое натуральное число,  — неглавный
характер по модулю D, q – примитивный характер, порожденный характе-
ром , тогда
T () 6 x ln5 x
r
1
q
+
q
x
 2(q1) + x
  1
6 (q1)

; q1 =
Y
pnD
p6nq
p: (2)
Если характер  совпадает со своим порождающим примитивным характером
q, то оценка (2) принимает вид
T (q) 6 x ln5 x
r
1
q
+
q
x
+ x 
1
6

и она нетривиальна при x > q(ln q)13.
В 2010 г. Дж. Б. Фридландер, К. Гонг, И. Е. Шпарлинский [14] для со-
ставного q показали, что нетривиальная оценка суммы T (q) существует, когда
x — длина суммы — по порядку меньше q. Они доказали: для примитивного
характера q и всякого " > 0 существует  > 0, что для всех x > q
8
9
+" имеет
место оценка
T (q) xq :
Основным результатом этой работы является следующая теорема о нетри-
виальной оценке для более коротких сумм T (q) при составном q, которая ранее
была анонсирована в [12] и [13].
Теорема 1. Пусть q – достаточно большое натуральное число, q – при-
митивный характер по модулю q, (l; q) = 1, " — положительное сколь угодно
малое постоянное число, L = ln q, x > q 56+". Тогда имеем
T (q) =
X
p6x
q(p  l) x exp

 
p
L

:
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Доказательство теоремы 1 проводится методом оценок суммы с простыми
числами И. М. Виноградова в сочетании с методами работы А. А. Карацубы [8]
об оценке “короткой” суммы T (q) для простого q, работами автора [10, 11, 15],
в которых изучаются “длинные” суммы T () ( — неглавный характер по моду-
лю D , D — составное ) и средние значения функций Чебышёва  (x; ) по всем
характерам Дирихле. В доказательстве мы также используем основные резуль-
таты работ А. И.Виноградова [17] и Д. А. Берджесса [18]. Основные утвержде-
ния, позволившие получить новую оценку T (q), содержатся в леммах 9, 10, 11,
12, 13, 14, 15.
Обозначения: d; l – натуральные числа, k(n) – число решений уравнения
x1x2 : : : xk = n в натуральных числах, '(q) — функция Эйлера, (d) — функция
Мебиуса, !(q) — число различных простых делителей числа q,  — положитель-
ное сколь угодно малое постоянное число.
2. Известные леммы
Лемма 1. Пусть r > 1,M > 1 — целые числа, a ; b > 0 при  = 1; 2; : : : ;M .
Тогда имеют место следующие соотношения:
а) (неравенство Гельдёра) 
MX
=1
ab
!r
6
 
MX
=1
a
!r 1 MX
=1
ab
r
 ;
б) (неравенство Коши)  
MX
=1
ab
!2
6
MX
=1
a2
MX
=1
ab
2
 :
Лемма 2. [15]. Пусть f(n) — произвольная комплекснозначная функция,
u1 6 x, r > 1,
Ckr =
r!
k!(r   k)! ; (n) =
X
dnn; d6u1
(n):
Тогда имеет место тождество:X
n6x
(n)f(n) =
rX
k=1
( 1)k 1Ckr

X
m16u1
(m1)   
X
mk6u1
m1mkn1nk6x
(mk)
X
n1
  
X
nk
lnn1f(m1n1   mkmk)+
+ ( 1)r
X
n1>u1
(n1)   
X
nr>u1
m1mkn1nk6x
(nr)
X
m
(m)f(n1   nrm):
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Лемма 3. [17]. Пусть F (x; z; q) — количество чисел 6 x, взаимно простых
с q, q 6 x и имеющих только простые делители меньше z, lnx 6 z 6 x 1e ,
 = ln z= lnx; тогда
F (x; z; q) x
Y
pnq

1  1
p

exp

  1


ln
1

+ ln ln
1


+
1

+
2
 ln 1


; jj 6 1:
Лемма 4. [19]. Пусть q — примитивный характер по модулю q. Тогда
(q)q(n) =
qX
m=1
q(m)e

mn
q

;
где
(q) =
qX
m=1
q(m)e

m
q

; j(q)j = pq:
Лемма 5. [18]. Пусть r — произвольное фиксированное натуральное число,
Z — натуральное число, q — число, свободное от квадратов или r = 2. Тогда
справедливо соотношение
q 1X
=0

ZX
z=1
q(+ z)

2r
 Zrq + Z2rq 12+;
где постоянная под знаком  зависит только от r и .
Лемма 6. [18]. Для произвольного натурального Z 6 q 16 справедливо соот-
ношение
ZX
z1;:::;z6=1

q 1X
=0
q

(+ z1)(+ z2)(+ z3)
(+ z4)(+ z5)(+ z6)
 Z3q1+:
Лемма 7. [14]. Для любых натуральных q и U имеет место асимптоти-
ческая формула 
UX
u=1
(u;q)=1
1  '(q)
q
U
 6 2!(n):
Лемма 8. [20]. При x > 2 имеемX
n6x
 kr (n) x (lnx)r
k 1 ; k = 1; 2:
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3. Оценка коротких сумм значений характеров
Лемма 9. Пусть  — фиксированное число, 0; 1 6  < 0; 9, тогда
X
dnD
d>exp(lnD2)
2(d)
d
 exp   2 1 lnD :
Доказательство. Разобьем интервал суммирования на интервалы вида
M < d 6 2M . Получим не более lnD сумм S(M) вида
S(M) =
X
dnD
M<d62M
2(d)
d
M 1
X
dnD
d62M
1:
Пусть D = p11 p
2
2 : : : p
t
t – каноническое разложение числа D на простые сомно-
жители и qi i — тое простое число. Очевидно, существует k такое, что
D1 = q1q2 : : : qk 6 D < q1q2 : : : qkqk+1; k > t:
Согласно закону распределения простых чисел
lnD1 =
X
i6k
ln qi =
X
p6qk
ln p >
qk
2
;
так что
qk < 2 lnD1 6 2 lnD:
Пусть D2 = q11 q
2
2 : : : q
t
t , очевидно D2 6 D и qt 6 qk, тогда
S(M)M 1
X
dnD
d62M
1 6M 1
X
dnD2
d62M
1:
Числа d, dnD2 состоят из простых делителей qj 6 qt. Так как qt < 2 lnD, то
последняя сумма не превосходит количества чисел 6 2M и имеющие только
простые делители меньше 2 lnD, то есть
S(M)M 1
X
dnD2
d62M
1 6M 1F (2M; 2 lnD; 1):
Воспользовавшись леммой 3 при
x = 2M; q = 1; z = 2 lnD;  =
ln z
lnx
=
ln lnD2
ln 2M
;
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имеем
S(M) exp

  ln 2M
ln lnD2

ln ln 2M   ln ln lnD2 + ln ln ln 2M
ln lnD2

+
ln 2M
ln lnD2
+
+
2 ln 2M
ln lnD2 ln ln 2M
ln lnD2
!
= exp

  ln 2M
ln lnD2
(ln ln 2M  B)

;
B = ln ln lnD2   ln ln ln 2M
ln lnD2
+ 1 + 2

ln
ln 2M
ln lnD2
 1
:
Из условия 2M > exp(lnD2) следует, что lnD2 < (ln 2M)
1
 . Поэтому
B 6 ln ln (ln 2M)
1
   ln ln ln 2M
ln (ln 2M)
1

+ 1 + 2
 
ln
ln 2M
ln (ln 2M)
1

! 1
=
= ln ln ln 2M   ln   ln (ln ln 2M + ln    ln ln ln 2M) + 1+
+ 2 (ln ln 2M + ln   ln ln ln 2M) 1 =   ln

1  ln
 1 + ln ln ln 2M
ln ln 2M

+
+ ln  1 + 1 +
2
ln ln 2M

1  ln
 1 + ln ln ln 2M
ln ln 2M
 1
=
= 1 + ln 1 +O

ln 1 + ln ln ln 2M
ln ln 2M

< 2 + ln 10 6 5 < 1
3
ln ln 2M:
Следовательно,
S(M) exp

  ln 2M
ln lnD2
(ln ln 2M  B)

 exp

 2 ln 2M ln ln 2M
3 ln lnD2

. Из условия 2M > exp(lnD2) следует, что
ln 2M > lnD2; ln ln 2M >  ln lnD2:
Поэтому
S(M) exp

 2
3
lnD2

 ln 1D  exp   2 1 lnD :
Лемма 10. Пусть K — число решений сравнения:
(nd  )y  (n1d  )y1 (mod q);
M < n; n1 6M +N; 1 6 y; y1 6 Y; (y; q) = 1; (y1; q) = 1;
где (; q) = 1, d — делитель числа q, 2NY < q, d < Y , (qd 1; Y ) — число дели-
телей  числа qd 1, удовлетворяющего условиям qY  1 6  < qd 1 и (; d) = 1.
Тогда справедливо соотношение:
K 6 NYq +
2Y 2
d
+
2Y 2
d
(qd 1; Y ) +
2(NY )1+
d
;
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где  — сколь угодно малое положительное число.
Доказательство. При y = y1, разделив обе части сравнения на y,
(y; q) = 1, находим
nd    n1d   (mod q); M < n; n1 6M +N; 1 6 y 6 Y; (y; q) = 1;
или
nd  n1d (mod q); M < n; n1 6M +N; 1 6 y 6 Y; (y; q) = 1:
Разделив обе части сравнения и модуль на число d, найдем
n  n1  0 (mod qd 1); M < n; n1 6M +N; 1 6 y 6 Y; (y; q) = 1:
Из условий jn  n1j < N и 2N 6 qY  1 < qd 1 следует, что последнее сравнение
превращается в уравнение
n  n1 = 0; M < n; n1 6M +N; 1 6 y 6 Y; (y; q) = 1;
то есть если y = y1, то n = n1. Отсюда получаем
K = NYq + 2; (3)
где  — число решений сравнения
(nd  )y  (n1d  )y1 (mod q);
M < n; n1 6M +N; 1 6 y < y1 6 Y; (y; q) = 1; (y1; q) = 1
или сравнения
(ny   n1y1)d  (y   y1) (mod q); (4)
M < n; n1 6M +N; 1 6 y < y1 6 Y; (y; q) = 1; (y1; q) = 1:
Левая часть и модуль сравнения (4) делятся на число d. Следовательно, делится
на число d и его правая часть, то есть число (y y1). Число  является взаимно
простым с числом d, поэтому на d делится число y y1, то есть y y1  0(mod d)
или y1 = y + td. Таким образом, сравнение (4) принимает вид
(n1(y + td)  ny)d  td (mod q);
M < n; n1 6M +N; 1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = 1; (y + td; q) = 1:
Разделяя обе части этого сравнения и его модуль на число d, получим
(n  n1)y  (n1d  )t (mod qd 1); (5)
M < n; n1 6M +N; 1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = 1; (y + td; q) = 1:
Разбивая множество решений сравнения (5), имеем
 = 1 + 2 + 3; (6)
где 1, 2 и 3 – число решений сравнения (5), обладающих соответственно
свойствами:
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1. n1d    0 (mod qd 1);
2. (n1d  )t  0 (mod qd 1) и n1d   6 0 (mod qd 1);
3. (n1d  )t 6 0 (mod qd 1).
Оценка 1. Сравнение n1d     0 (mod qd 1) не имеет решения при
(d; qd 1) > 1, а при (d; qd 1) = 1 имеет не более одного решения n1 = n1,
(n1; qd
 1) = 1, так как 2N < qd 1, то есть N — длина интервала изменения n1
меньше модуля сравнения. Сравнение (5) при n1 = n1 принимает вид
(n  n1)y  0 (mod qd 1);
M < n 6M +N; 1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = 1; (y + td; q) = 1
и при фиксированных y и t имеет одно решение n = n1. Следовательно
1 6 Yq

Y
d
+ 1

6 2Y
2
d
:
Оценка 2. Воспользовавшись условиями случая, сравнение (5) представим
в виде системы сравнений
(n1   n)y  0 (mod qd 1); (7)
(n1d  )t  0 (mod qd 1)
с условиями
n1d   6 0 (mod qd 1);
M < n; n1 6M +N; 1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = (y + td; q) = 1:
Из условий (y; q) = 1, jn   n1j < N и 2N 6 qd 1 следует, что первое сравне-
ние системы (7) равносильно уравнению n1 = n, поэтому количество решений
системы (7) равно количеству решений сравнению
(nd  )t  0 (mod qd 1); nd   6 0 (mod qd 1); (8)
M < n 6M +N; 1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = 1; (y + td; q) = 1:
Произведение чисел nd  и t делится на qd 1, но само число nd  не делится
на qd 1, поэтому для каждого решения сравнения (8) существует делитель 
числа qd 1, что  < qd 1 и
nd    0 (mod ); t  0 (mod q(d) 1):
Из условия (d; ) = 1 вытекает, что сравнение nd   0 (mod ) имеет решение
только при (; d) = 1. При (; d) = 1 символом 2() обозначим число решений
системы сравнений
n  d 1 (mod ); M < n 6M +N; dd 1  1 (mod )
t  0 (mod q(d) 1); 1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = 1; (y + td; q) = 1;
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или число решений сравнения
n  d 1 (mod ); M < n 6M +N; dd 1  1 (mod )
1 6 y < y + tq 1 6 Y; (y; q) = 1; (y + tq 1; q) = 1:
Границы изменения переменных y и t в этом сравнении представим в виде
1 6 y < Y; 1 6 t 6 Y   y
q 1
; (y; q) = 1; (y + tq 1; q) = 1: (9)
При y > Y q 1 верхняя граница изменения t меньше нижней, поэтому область
(9) можно представить в виде
1 6 y 6 Y   q 1; 1 6 t 6 Y   y
q 1
; (y; q) = 1; (y + tq 1; q) = 1:
В свою очередь, если  6 qY  1, то Y   q 1 — верхняя граница изменения
y меньше нижней границы. Следовательно 2() = 0 при  6 qY  1, а при
qY  1 <  < qd 1 для 2() получим оценку
2() 6

N

+ 1
 X
16y<Y q 1
(y;q)=1

Y   y
q 1

6

NY
q
+
Y 
q
 X
16y<Y q 1
(y;q)=1
1:
Далее, воспользовавшись соотношениями 2NY < q,  < qd 1 и d < Y , найдем
2() 6

1 +
Y
d
 X
16y<Y q 1
(y;q)=1
1 6 2Y
d
X
16y<Y q 1
(y;q)=1
1 <
2Y 2
d
:
Суммируя это неравенство по всем делителям  числа qd 1, удовлетворяющим
условиям qY  1 6  < qd 1 и (; d) = 1 и обозначая количество таких делителей
символом (qd 1; Y ), получим
2 6
X
(;d)=1; nqd 1
qY 16<qd 1
2() 6
2Y 2
d
(qd 1; Y ):
Оценка 3. Напомним, что 3 — число решений сравнения
(n1   n)y  (n1d  )t (mod qd 1)
с условиями
(n1d  )t 6 0 (mod qd 1); M < n; n1 6M +N;
1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = 1; (y + td; q) = 1:
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Для фиксированной пары (n1; t) символом 3() обозначим число решений
сравнения
(n  n1)y   (mod qd 1); M < n 6M +N; 1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = 1;
(10)
где  6= 0 — абсолютно наименьший вычет числа (n1d   )t по модулю qd 1.
Воспользовавшись границами изменения переменных n, n1 и y, и условием
2NY < q, найдем
0 < j(n  n1)yj < NY <
q
2
:
Из этого неравенства следует, что сравнение (10) превращается в уравнение
(n  n1)y = ; M < n 6M +N; 1 6 y < y + td 6 Y; (y; q) = 1; (11)
где для параметра  выполняется соотношение
1 6 jj < NY:
Таким образом, для фиксированной пары (n1; t), 3() — количество решений
сравнения (10) равно числу решений уравнения (11), для которого справедливо
неравенство
3() 6 (jj) 6 0; 5 (NY ) :
Количество всех возможных пар (n1; t) не превосходит N (Y d 1 + 1). Следова-
тельно,
3 6 N

Y
d
+ 1

 0; 5(NY ) 6 (NY )
1+
d
:
Подставляя найденные оценки для 1, 2 и 3 в (6), а затем в (3), найдем
K =NYq + 2(1 + 2 + 3) 6 NYq +
2Y 2
d
+
2Y 2
d
(qd 1; Y ) +
2(NY )1+
d
:
Лемма доказана.
Лемма 11. Пусть (; q) = 1, y < x, тогда
S =
X
x y<n6x
(n;q)=1
q(n  ) 2!(q)pq ln q:
Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что y >
> 2!(q)
p
q ln q. Имеем равенство:
S =
1
q
qX
t=1
e

t
q
 X
x y<n6x
(n;q)=1
e

 tn
q
 qX
a=1
q(a)e

at
q

:
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Пользуясь формулой, которая устанавливает связь между значениями прими-
тивных характеров и значениями сумм Гаусса(лемма 4), имеем
S =
(q)
q
qX
t=1
q(t)e

t
q
 X
x y<n6x
(n;q)=1
e

 tn
q

=
=
(q)
q
qX
t=1
q(t)e

t
q
X
dnq
(d)
X
x y<nd6x
e

 tnd
q

:
Последняя сумма по n при d > y и [x=d] = [(x   y)=d] пустая, а при d > y
и [x=d] = [(x   y)=d] + 1 состоит из одного слагаемого. Поэтому при d 6 y,
воспользовавшись для целых n1 и n2 равенствомX
n16n6n2
e

 tdn
q

=
sin td(n2 n1+1)
q
sin td
q
e

 td(n1 + n2)
2q

и переходя к оценкам и имея виду, что j()j = pq, найдем
jSj 6 1p
q
qX
t=1
(t;q)=1
0B@X
dnq
d6y
2(d)
sin tq=d
 1 + 1
1CA = 1p
q
X
dnq
d6y
2(d)
d 1X
t1=0
q=dX
t2=1
(t1q=d+t2;q)=1
sin t2q=d
 1
+
'(q)p
q
6 1p
q
X
dnq
d6y
d2(d)S(d) +
'(q)p
q
; S(d) =
q=d 1X
t=1
sin tq=d
 1 :
Если qd 1 — нечетное число, то воспользовавшись последовательно неравен-
ствами sin > 2 при 0 6  6 1=2 и 1
t
6 ln 2t+1
2t 1 , найдем
S(d) = 2
qd 1 1
2X
t=1
sin tqd 1
 1 6 2
qd 1 1
2X
t=1

2t
qd 1
 1
=
q
d
qd 1 1
2X
t=1
1
t
6
6 q
d
qd 1 1
2X
t=1
(ln(2t+ 1)  ln(2t  1)) = q
d
ln qd 1 6 q
d
ln q:
Если qd 1 — четное число, то
S(d) = 2
qd 1
2
 1X
t=1
sin tqd 1
 1 + 1 6 2
qd 1
2
 1X
t=1

2t
qd 1
 1
+ 1 =
q
d
qd 1
2
 1X
t=1
1
t
+ 1 6
6 q
d
qd 1
2
 1X
t=1
(ln(2t+ 1)  ln(2t  1)) + 1 = q
d
ln(qd 1   1) + 1 6 q
d
ln q:
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Следовательно,
jSj 6 1p
q
X
dnq
d6y
d2(d)  q
d
ln q +
'(q)p
q
 pq ln q
X
dnq
2(d) = 2!(q)
p
q ln q:
Лемма доказана.
Лемма 12. Пусть  — вещественное число, M , N , d и  — целые чис-
ла, удовлетворяющие условиям (; q) = 1, N < q
7
12d 
1
2 , 0; 1 6  < 0; 9, d 6
exp(ln q2), тогда
S =
X
M<n6M+N
q(nd  ) 6 N 23 q 19+ 2d 23 : (12)
Доказательство. Оценку (12) для сумму S докажем методом математи-
ческой индукции по N . При N 6 q 13 для правой части оценки (12) справедливо
неравенство
N
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3 > N 23 q 19+ 2 > N 23 q 19 > N 23
 
N3
 1
9 = N
то есть в этом случае оценка (12) является тривиальной и её возьмем в качестве
базы индукции.
Далее будем считать, что N > q
1
3 . Производя в сумме S сдвиг интервала
суммирования на h, 1 6 h 6 H < N , получим
S =
X
M<n6M+N
q((n+ h)d  ) +
X
M<n6M+h
q(nd  ) 
X
M+N<n6M+N+h
q(nd  ):
Оценивая две последние суммы, воспользовавшись предположением индукции,
имеем
S 6
 X
M<n6M+N
q((n+ h)d  )
+ 2H 23 q 19+ 2d 23 :
Полагая в этом неравенстве h = yz и суммируя его по y и z в пределах
1 6 y 6 Y; (y; q) = 1; 1 6 z 6 Z; (z; q) = 1; Y =
h
0; 5Nq 
1
6d
i
; Z =
h
0; 5q
1
6d 1
i
;
приходим к неравенству:
jSj 6 (YqZq) 1

X
16y6Y
(y;q)=1
X
16z6Z
(z;q)=1
X
M<n6M+N
q((n+ yz)d  )
+ 2(Y Z)
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3 ;
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где Yq и Zq – соответственно количества чисел y 2 [1; Y ] и z 2 [1; Z], взаимно
простых с числом q. Определяя число y 1 из сравнения yy 1  1 (mod q), имеем
jSj 6 (YqZq) 1

X
M<n6M+N
X
16y6Y
q(y)
X
16z6Z
(z;q)=1
q((nd  )y 1 + zd)
+ 2(Y Z)
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3
6 (YqZq) 1
X
M<n6M+N
X
16y6Y
(y;q)=1

X
16z6Z
(z;q)=1
q((nd  )y 1 + zd)
+ 2 
1
3N
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3 :
Обозначая в этом неравенстве символом I() — число решений сравнения
(nd  )y 1   (mod q); M < n 6M +N; 1 6 y 6 Y; (y; q) = 1;
получим
jSj 6 (YqZq) 1W (d) + 2  13N 23 q 19+ 2d 23 ; W (d) =
q 1X
=0
I()

X
16z6Z
(z;q)=1
q(+ zd)
 : (13)
Возведём обе части этого равенства в куб и воспользуемся неравенством Гёль-
дера (лемма 1) полагая в нём
 = ; a = I(); b =

X
16z6Z
(z;q)=1
q(+ zd)
 ;
и тем, что
qX
=1
I() 6 NYq;
будем иметь:
W 3(d) 6 (NYq)2
q 1X
=0
I()

X
16z6Z
(z;q)=1
q(+ zd)

3
:
Возведём обе части последнего неравенства в квадрат и воспользуемся нера-
венством Коши (лемма 1). Будем иметь
W 6(d) 6 (NYq)4KV; K =
q 1X
=0
I2(); V =
q 1X
=0

X
16z6Z
(z;q)=1
q(+ zd)

6
:
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Пользуясь леммой 6, получим
V =
q 1X
=0
ZX
z1;:::;z6=1
p(z1;q)=:::=(z6;q)=1


(+ z1d)(+ z2d)(+ z3d)
(+ z4d)(+ z5d)(+ z6d)

6
6
ZX
z1;:::;z6=1

q 1X
=0


(+ z1d)(+ z2d)(+ z3d)
(+ z4d)(+ z5d)(+ z6d)
 6
6
ZdX
z1;:::;z6=1

q 1X
=0


(+ z1)(+ z2)(+ z3)
(+ z4)(+ z5)(+ z6)
 6 Z3d3q1+:
Следовательно,
W 6(d) 6 (NYq)4 Z3d3q1+ K: (14)
Сумма K равна числу решений сравнения
(nd  )y 1  (n1d  )y 11 (mod q);
M < n; n1 6M +N; 1 6 y; y1 6 Y; (y; q) = 1; (y1; q) = 1;
или сравнения
(nd  )y  (n1d  )y1 (mod q);
M < n; n1 6M +N; 1 6 y; y1 6 Y; (y; q) = 1; (y1; q) = 1:
Для этого сравнения все условия леммы 10 выполняются:
2NY = 2N
h
0; 5Nq 
1
6d
i
6 N2q  16d <

q
7
12d 
1
2
2
q 
1
6d = q;
Y
d
=
h
0; 5Nq 
1
6d
i
d
>
h
0; 5q
1
6d
i
d
> 0; 3q
1
6 > 1:
Согласно этой лемме имеем
K 6 NY + 2Y
2
d
+
2Y 2
d
(qd 1; Y ) +
2(NY )1+
d
=
=
2(NY )1+
d

1 +
d
2(NY )
+
Y
N(NY )
 
(qd 1; Y ) + 1

:
Отсюда с учётом соотношений d 6 exp(ln q2) 6 q 4 , (qd 1; Y ) + 1 6 (q) 6 q,
(NY ) > (0; 1N2q  16d) > 0; 1 q 2 , находим
K 62(NY )
1+
d
 
1 +
5 q

4
q

2
+
10 q
q
1
6
+ 
2
!
6 3(NY )
1+
d
:
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Подставляя эту оценку в (14), а затем правую часть полученной формулы в
(13), последовательно получим
W 6(d) 6 (NYq)4 Z3d3q1+ K 6 3qN5Y Y 4q Z3d2 (qNY ) ;
jSj 6 (YqZq) 1W (d) + 2  13N 23 q 19+ 2d  16 6
6 3
1
6 q
1
6N
5
6Y
1
6Z
1
2d
1
3 (qNY )

6
Y
1
3
q Zq
+ 2 
1
3N
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3 : (15)
Далее воспользовавшись леммой 7 и известными неравенствами
!(q) 6 c! ln q
ln ln q
;
'(q)
2q
6 c'
ln ln q
;
где c! и c' — абсолютные постоянные, найдемYq   '(q)q Y
 6 2!(q) 6 2 c! ln qln ln q = q c! ln 2ln ln q < '(q)2q q 17 < '(q)2q h0; 5Nq  16 i = '(q)2q Y;Zq   '(q)q Z
 6 2!(q) 6 2 c! ln qln ln q = q c! ln 2ln ln q < '(q)2q q 17 < '(q)2q h0; 5q 16i = '(q)2q Z;
то есть
Yq >
'(q)
2q
Y > c'Y
ln ln q
; Zq >
'(q)
2q
Z > c'Z
ln ln q
:
Пользуясь этими неравенствами в (15), параметры Yq и Zq выразим соответ-
ственно через Y и Z. Имеем
jSj 6 3
1
6
c
4
3
'
 q
1
6N
5
6d
1
3 (qNY )

6 ln
4
3 ln q
Y
1
6Z
1
2
+ 2 
1
3N
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3 :
Далее имея ввиду, что Y =
h
0; 5Nq 
1
6d
i
, Z =
h
0; 5q
1
6d 1
i
и N < q
7
12 , найдем
(0; 5 2=3+=6 = 22=3 =6 < 2)
jSj 6 2  3
1
6
c
4
3
'

q
1
6N
5
6d
1
3
+ 1
2
  1
6

q1 
1
6N2d
 
6
ln
4
3 ln q
N
1
6 q
1
12
  1
36
+ 2 
1
3N
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3 =
=
2  3 16
c
4
3
'
 q 19N 23d 23

q
5
6N2d
 
6
ln
4
3 ln q + 2 
1
3N
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3 6
6 2  3
1
6
c
4
3
'
N 23 q 19d 23 q 3 ln 43 ln q + 2  13N 23 q 19+ 2d 23 =
=

2  3 16 c 
4
3
' q
  
6 ln
4
3 ln q + 2 
1
3

N
2
3 q
1
9
+ 
2d
2
3 6 N 23 q 19+ 2d 23 :
Лемма доказана.
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Лемма 13. Пусть (; q) = 1, y > q 13+ 85 , 0; 1 6  < 0; 9, тогда
S =
X
x y<n6x
(n;q)=1
q(n  ) y exp
  2 1 ln q :
Доказательство. Рассмотрим случай q
7
12 < y 6 0; 5q. Воспользовавшись
леммой 11 и известным неравенством
!(q) 6 c! ln q
ln ln q
;
где c! — абсолютная постоянная, имеем равенство:
S 6 2!(q)pq ln q 6
6
p
q  exp

c! ln 2 ln q
ln ln q
+ 2 1 ln q + ln ln q

y
 y exp   2 1 ln q 6
6
p
q  exp

c! ln q
ln ln q

y
 y exp   2 1 ln q :
Отсюда, имея в виду, что y > q
7
12 >
p
q  exp

c! ln q
ln ln q

, находим
S  y exp   2 1 ln q
Пусть теперь q
1
3
+ 8
5
 6 y 6 q 712 . Имеем равенство:
S =
X
x y<n6x
q(n  )
X
dn(n;q)
(d) =
X
dnq
(d)S(d); S(d) =
X
x y<nd6x
q(nd  ):
Разбивая сумму S на две части, имеем
S = S1 + S2; S1 =
X
dnq
d6exp(ln q2)
(d)S(d); S2 =
X
dnq
exp(ln q2)<d6x
(d)S(d):
Для оценки суммы S2 воспользуемся тривиальной оценкой суммы S(d) и леммой
9. Имеем
S2 
X
dnq
exp(ln q2)<d6x
2(d)
y
d
+ 1

 y
X
dnq
exp(ln q2)<d6x
2(d)
d
+ (q)
 y exp   2 1 ln q+ q  y exp   2 1 ln q :
Оценим теперь S1. Для этого оценим S(d), воспользовавшись леммой 12 при
M =

x  y
d

; N =
hx
d
i
 

x  y
d

 y
d
;
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имеем
S(d)
y
d
 2
3
q
1
9
+ 
2d
2
3 = y
2
3 q
1
9
+ 
2 :
Следовательно,
S1 
X
dnq
d6exp(ln q2)
2(d)jS(d)j  y 23 q 19+ 2
X
dnq
d6exp(ln q2)
2(d) y 23 q 19+ 22!(q) 6
6 y 23 q 19+ 2 exp

c! ln 2 ln q
ln ln q

6
6 y exp
  2 1 ln q 
0@q 13+ 32  exp

c! ln 2 ln q
ln ln q
+ 32 1 ln q

y
1A
1
3
<
< y exp
  2 1 ln q  q 13+ 85 
y
! 1
3
6 y exp
  2 1 ln q :
Лемма доказана и из этой леммы при  = 0; 6 следует:
Следствие 1. Пусть (; q) = 1, y < x и y > q 13+ 85 , тогдаX
x y<n6x
(n;q)=1
q(n  ) y exp

 1; 5
p
ln q

:
4. Оценка двойных сумм значений характеров
Лемма 14. Пусть M , M 0, N , N 0 и  — целые числа, удовлетворяющие
условиям (; q) = 1, M 0 6 2M , N 0 6 2N 6 q 16 , am и bn – функции натурального
аргумента такие, чтоX
M<m6M 0
jamj ML c ;  = 1; 2; jbnj  B:
Тогда справедлива оценка
W =
X
M<m6M 0
am
X
N0<n6min(xm 1;2N)
(mn;q)=1
bn(mn  l) BM 56N 12 q 16+ 16 L
4c1+c2+1
6 :
Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что выпол-
няется условие MN < x. Определяя m 1q из сравнения mm 1q  1 (mod q) и
затем переходя к оценкам, находим
jW j 6
X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj jS(m)j ; S(m) =
X
N0<n6min(xm 1;2N)
(n;q)=1
bn(n  lm 1q ):
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Сумму S(m) преобразуем в другую так, чтобы интервал суммирования внут-
ренней суммы не зависел от m. Имеем равенство
S(m) =
1
q
q 1X
k=0
X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )
X
N 0<r6min(xm 1;2N)
e

k(n  r)
q

:
Далее обозначая N 00 = min([xm 1]; 2N), выделяя слагаемое с k = 0 и суммируя
затем по r, получаем:
S(m) =
N 00  N
q
X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )+
+
1
q
q 1X
k=1
sin k(N
00 N)
q
sin k
q
e

 k(N
00 + 1 +N)
2q
 X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

:
Переходя к неравенствам, имеем:
S(m)N
q

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )
+
q 1X
k=1
1
k

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q


q 1X
k=0
1
k + 1

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q
 :
Таким образом,
jW j 6
q 1X
k=0
1
k + 1
W (k); W (k) =
X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q
 :
ОценимW (k). Возводя обе части этого равенства в куб, воспользовавшись нера-
венством Гёльдера (лемма 1) и определением числа c1, получим
W 3(k) 6
0B@ X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj
1CA
2 X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

3
6
6 (ML c1)2
X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

3
:
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Возводя обе части последнего неравенства в квадрат и воспользовавшись нера-
венством Коши (лемма 1) и определением числа c2, имеем
W 6(k) 6 (ML c1)4
X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj2
X
M<m6M0
(m;q)=1

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

6

M5L 4c1+c2
X
M<m6M0
(m;q)=1

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

6
6
6M5L 4c1+c2
q 1X
=0

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n+ )e

kn
q

6
= M5L 4c1+c2

X
N0<n1;:::n662N
(n1:::n6;q)=1
bn1 : : : bn6e

a(n1 + : : :  n6
q
 q 1X
=0


(+ n1)(+ n2)(+ n3)
(+ n4)(+ n5)(+ n6)

:
Далее воспользовавшись неравенством jbnj  B, затем леммой 6, найдем
W 6(k) 6M5L 4c1+c2B6
X
16n1;:::n662N

q 1X
=0


(+ n1)(+ n2)(+ n3)
(+ n4)(+ n5)(+ n6)

M5L 4c1+c2B6 N3q1+ = B6M5N3q1+L 4c1+c2 :
Лемма доказана.
Следствие 2. Пусть M , M 0, N , N 0 и  — целые числа, удовлетворяющие
условиям (; q) = 1, M 0 6 2M , N 0 6 2N , q < N 6 q 16 , am и bn – функции
натурального аргумента такие, что jamj 6 5(m), jbnj 6 1. Тогда при x >
q1 2+1;1 справедлива оценка
W =
X
M<m6M 0
am
X
N0<n6min(xm 1;2N)
(mn;q)=1
bn(mn  l) x exp

 1; 5
p
ln q

:
Доказательство. Согласно леммы 8, имея в виду, что lnM  L , найдёмX
M<m6M 0
5(m)ML 4;
X
M<m6M 0
 25 (m)ML 24:
Из леммы 14 при c1 = 4, c2 = 24, воспользовавшись условием MN 6 x, N > q
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и x > q1 2+1;1, найдем
W  (MN) 56N  13 q 16+ 16 L 416 6 x 56N  13 q 16+ 16 L 416 = x

N 2q1+L 41
x
 1
6
6
6 x

q1 2+L 41
x
 1
6
< x
 
q1 2+1;1 exp
  9pln q
x
! 1
6
6 x exp

 1; 5
p
ln q

:
Лемма 15. ПустьM ,M 0, N , N 0 и  — целые числа удовлетворяющим усло-
виям (; q) = 1, M 0 6 2M , N 0 6 2N , am и bn функции натурального аргумента
такие, что X
M<m6M 0
jamj ML c ;  = 1; 2; jbnj  B:
Тогда справедлива оценка
W =
X
M<m6M 0
am
X
N0<n6min(xm 1;2N)
(mn;q)=1
bn(mn  l) B

M
3
4N
1
2 q
1
4 +M
3
4Nq
1
8

L
2c1+c2+1
4 q
1
4
:
Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что выпол-
няется условие MN < x. Поступая аналогично предыдущей лемме, находим
jW j 
q 1X
k=0
1
k + 1
W (k); W (k) =
X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q
 :
Оценим W (k). Возведём обе части этого равенства в квадрат и воспользуемся
неравенством Гёльдера (лемма 1):
W 2(k) 6
0B@ X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj
1CA X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

2
6
6ML c1
X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

2
:
Возведём обе части последнего неравенства в квадрат и воспользуемся нера-
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венством Коши (лемма 1):
W 4(k) 6M2L 2c1
X
M<m6M0
(m;q)=1
jamj2
X
M<m6M0
(m;q)=1

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

4

M3L 2c1+c2
X
M<m6M0
(m;q)=1

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n  lm 1q )e

kn
q

4
6
6M3L 2c1+c2
q 1X
=0

X
N0<n62N
(n;q)=1
bnq(n+ )e

kn
q

4
=
= M3L 2c1+c2
X
N0<n1;:::n462N
(n1:::n4;q)=1
bn1 : : : bn4e

k(n1 + : : :  n4)
q
 q 1X
=0


(+ n1)(+ n2)
(+ n3)(+ n4)

:
Далее воспользовавшись неравенством jbnj  B, затем леммой 5, найдем
W 4(k)M3L 2c1+c2B4
X
16n1;:::n462N

q 1X
=0


(+ n1)(+ n2)
(+ n3)(+ n4)

M3L 2c1+c2B4

N2q +N4q
1
2
+

 B4

M3N2q +M3N4q
1
2

qL 2c1+c2 :
Лемма доказана.
Следствие 3. Пусть M , M 0, N , N 0 и  — целые числа, удовлетворяющие
условиям (; q) = 1, M 0 6 2M , N 0 6 2N , q 14  6 N 6 q 14+, am и bn – функции
натурального аргумента такие, что jamj 6 5(m), jbnj 6 1. Тогда при x >
q
3
4
++1;1 справедлива оценка
W =
X
M<m6M 0
am
X
N0<n6min(xm 1;2N)
(mn;q)=1
bn(mn  l) x exp

 1; 5
p
ln q

:
Доказательство. Согласно леммы 8, имея в виду, что lnM  L , найдемX
M<m6M 0
5(m)ML 4;
X
M<m6M 0
 25 (m)ML 24:
Из леммы 15 при c1 = 4, c2 = 24, воспользовавшись условиями M 6 xN 1,
q
1
4
  6 N 6 q 14+ и x > q 34++1;1, найдем
W 

M
3
4N
1
2 q
1
4 +M
3
4Nq
1
8

L
33
4 q
1
4
 6 x 34

N 
1
4 q
1
4 +N
1
4 q
1
8

L
33
4 q
1
4
 
 x
 
qN 1
x
+
Nq
1
2
x
! 1
4
L
33
4 q
1
4
 6 x
 
2q
3
4
+
x
! 1
4
L
33
4 q
1
4
  x exp

 1; 5
p
ln q

:
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5. Доказательство теоремы 1
Рассмотрим сумму
T (q) =
X
n6x
(n)q(n  l):
В сумме T (q) вклад слагаемых с условием (n; q) > 1 является величиной,
модуль которой не превосходит  L 2. Поэтому
T (q) =
X
n6x
(n;q)=1
(n)q(n  l) +O
 
L 2

:
В лемме 2 возьмём r = 3, u1 = x
1
3 и
f(n) =

q(n  l); при (n; q) = 1;
0; в противном случае.
Имеем
T (q) =
3X
k=1
( 1)kCk3Tk(q); (16)
Tk(q) =
X
m16u1
(m1)   
X
mk6u1
m1mkn1nk6x; (m1mkn1nk;q)=1
(mk)
X
n1
  
X
nk
lnn1q(m1n1   mknk   l);
Разобьём в Tk(q) области изменения каждогоm1;    ;mk; n1;    ; nk на не более
L интервалов вида Mj < mj 6 2Mj, Nj < nj 6 2Nj, j = 1; 2;    ; k. Получим
Tk(q) =
L 2kX
T^k(q;M;N); (17)
T^k(q;M;N) =
=
X
M1<m162M1
(m1)   
X
Mk<mk62Mk
m1mkn1nk6x; (m1mkn1nk;q)=1
(mk)
X
N1<n162N1
  
X
Nk<nk62Nk
q(m1n1   mknk   l) lnn1 =
=
X
M1<m162M1
(m1)   
X
Mk<mk62Mk
m1mkn1nk6x; (m1mkn1nk;q)=1
(mk)
X
N1<n162N1
  
X
Nk<nk62Nk
q(m1n1   mknk   l)
n1Z
1
dv
v
=
=
2N1Z
1
X
M1<m162M1
(m1)   
X
Mk<mk62Mk
m1mkn1nk6x; (m1mkn1nk;q)=1
(mk)
X
max(u;N1)<n162N1
  
X
Nk<nk62Nk
q(m1n1   mknk l)d lnu:
Через U1 = max(u;N1) обозначим такое число u, при котором модуль подынте-
гральной функции принимает максимальное значение, тогда
jT^k(q;M;N)j  L jTk(q;M;N)j ; (18)
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где
Tk(q;M;N) =
X
M1<m162M1
(m1)   
X
Mk<mk62Mk
m1mkn1nk6x; (m1mkn1nk;q)=1
(mk)
X
U1<n162N1
  
X
Uk<nk62Nk
q(m1n1   mknk   l);
Nj 6 Uj < 2Nj; j = 1; 2; : : : ; k:
Подставляя (18) в (17), а затем и(16), получим
T (q) L 6
3X
k=1
max jTk(q;M;N)j; (19)
Вводим следующие обозначения:
kY
j=1
MjNj = Y;
kY
j=1
MjUj = X; Y < X 6 x; Mj 6 x
1
3
и будем предполагать далее, что
Y > x exp

 0; 7
p
ln q

; (20)
так как в противном случае, оценивая Tk(q;M;N) тривиально, будем иметь
Tk(q;M;N)
X
X<n62kY
2k(n) 2kYL 2k 1 
 x 2kL 2k 1 exp

 0; 7
p
ln q

 x exp

 0; 6
p
ln q

:
Оценим Tk(q;M;N) отдельно для каждого k = 1; 2; 3 и не ограничивая
общности, будем считать, что выполняются условия:
M1 >M2 >    >Mk; N1 > N2 >    > Nk: (21)
Оценка T3(q;M;N). Рассмотрим следующие возможные случаи значений
параметра N1:
1. N1 > q
1
3
+ 8
5
; 2. q
1
6 6 N1 < q
1
3
+ 8
5
; 3. q
1
12 6 N1 < q
1
6 ; 4. N1 < q
1
12 ;
Для рассмотрений случаев 1, 2 и 3 сумму T3(q;M;N) несколько преобра-
зуем. Для этого введём обозначения:
 05(h) =
X
M1<m162M1
(m1)
X
M2<m262M2
(m2)
X
M3<m362M3
m1m2m3n2n3=h
(m3)
X
U2<n262N2
X
U3<n362N3
1; j 05(h)j 6 5(h):
Тогда сумма T3(q;M;N) запишется так:
T3(q;M;N) =
X
XU 11 <h625Y N
 1
1
 05(h)
X
U1<n62N1
hn6x; (hn;q)=1
q(hn  l); XU 11 > Y N 11 :
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В сумме T3(q;M;N) интервал суммирования XU 11 < h 6 25Y N 11 разобьём
на интервалы вида H < h 6 H1, где H1 6 2H. Получим на не более пяти сумм
вида
T3(q;M;N;H) =
X
H<h6H1
 05(h)
X
U1<n6min(xh 1;2N1)
(hn;q)=1
q(hn  l): (22)
Случай 1. N1 > q
1
3
+ 8
5
. Определяя h 1q из сравнения hh 1q  1 (mod q), найдём
T3(q;M;N;H) =
X
H<h6H1
 05(h)q(h)
X
U1<n6min(xh 1;2N1)
(n;q)=1
q(n  lh 1q ):
Переходя к оценке, находим
jT3(q;M;N;H)j 6
X
H<h6H1
(h;q)=1
5(h)

X
U1<n6min(xh 1;2N1)
(n;q)=1
q(n  lh 1q )
 :
Применяя к сумме по n следствие 1 при  = lh 1q , x = min(xh 1; 2N1), y =
min(xh 1; 2N1)  U1 6 2N1, имеем
T3(q;M;N)
X
H<h6H1
(h;q)=1
5(h)N1 exp

 2  12
p
ln q


 H1L 4N1 exp

 2  12
p
ln q


 N1 exp

 2  12
p
ln q

Y N 11 L
4  x exp

 0; 7
p
ln q

:
Случай 2. q
1
6 6 N1 < q
1
3
+ 8
5
. Воспользуемся следствием 3 леммы 15 при
M = H; M 0 = H1; N 0 = U1; N = N1;  =
1
12
+
8
5
:
Тогда при x > q 34++1;1 = q 56+ 2710  имеем
T3(q;M;N;H) x exp

 0; 7
p
ln q

:
Случай 3. q
1
12 6 N1 < q
1
6 . Для суммы T3(q;M;N;H) вида (22), при
M = H; M 0 = H1; N 0 = U1; N = N1;  =
1
12
выполняются условия следствия 2.
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Согласно этому следствию, при x > q1 2+1;1 = q 56+1;1, получим
T3(q;M;N;H) x exp

 0; 7
p
ln q

:
Случай 4. N1 < q
1
12 . Сумму T3(q;M;N) преобразуем, для этого вводя обозна-
чения:
 005 (h) =
X
M2<m262M2
(m2)
X
M3<m362M3
(m3)
X
U1<n162N1
m2m3n1n2n3=h
X
U2<n262N2
X
U3<n362N3
1; j 005 (h)j 6 5(h);
запишем её в виде:
T3(q;M;N) =
X
XM 11 <h625YM
 1
1
 005 (h)
X
M1<m62M1
hm6x; (hm;q)=1
(m1)q(hm  l):
Разобьём интервал суммирования XM 11 < h 6 25YM 11 на интервалы вида
H < h 6 H1, где H1 6 2H. Получим не более пяти сумм вида
T3(q;M;N;H) =
X
H<h6H1
 005 (h)
X
M1<n6min(xh 1;2M1)
(hm;q)=1
(m)q(hm  l):
Воспользовавшись соотношениями (21), (20) и условиями рассматриваемого
случая, имеем
M1 > (M1M2M3)
1
3 =

Y
N1N2N3
 1
3
> Y
1
3
N1
>
 
x exp
  0; 6pln q 13
N1
>
>
q
5
18
+ 9
10
 exp
  0; 2pln q
q
1
12
> q
7
36 ; M1 6 x
1
3 < q
1
3 :
Отсюда следует, что приM = H,M 0 = H1, N 0 = M1, N = M1,  = 112 для суммы
T3(q;M;N;H) выполняются условия следствия 3. Согласно этому следствию,
при x > q 34++1;1 = q 56+1;1 получим
T3(q;M;N;H) x exp

 0; 7
p
ln q

:
Оценка T2(q;M;N). Вводя обозначение:
 03(h) =
X
M1<m162M1
(m1)
X
M2<m262M2
m1m2n2=h
(m2)
X
U2<n262N2
1; j 03(h)j 6 3(h);
сумму T2(q;M;N) запишем в виде
T2(q;M;N) =
X
XU 11 <h625Y N
 1
1
 03(h)
X
U1<n62N1
hn6x; (hn;q)=1
q(hn  l); XU 11 > Y N 11 :
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Разобьём в сумме T2(q;M;N) интервал суммирования XU 11 < h 6 25Y N 11
на интервалы вида H < h 6 H1, где H1 6 2H. Получим на не более пяти сумм
вида
T2(q;M;N;H) =
X
H<h6H1
 03(h)
X
U1<n6min(xh 1;2N1)
(hn;q)=1
q(hn  l):
Случай 1. N1 > q
1
3
+ 8
5
. Определяя h 1q из сравнения hh 1q  1 (mod q), найдем
T2(q;M;N;H) =
X
H<h6H1
 03(h)q(h)
X
U1<n6min(xh 1;2N1)
(n;q)=1
q(n  lh 1q ):
Переходя к оценке и применяя к сумме по n следствие 1 при x = min(xh 1; 2N1),
y = min(xh 1; 2N1)  U1 6 2N1,  = lh 1q , имеем
T2(q;M;N;H)
X
H<h6H1
(h;q)=1
3(h)N1 exp

 2  12
p
ln q


 H1L 3N1 exp

 2  12
p
ln q


 Y N 11 L 3N1 exp

 2  12
p
ln q

 x exp

 0; 7
p
ln q

:
Случай 2. q
1
6 6 N1 < q
1
3
+ 8
5
. Воспользуемся следствием 3 при M = H, M 0 =
H1, N 0 = U1, N = N1,  = 112 +
8
5
, тогда при x > q 34+ 112+ 85 +1;1 = q 56+ 2710  имеем
T2(q;M;N;H) x exp

 0; 7
p
ln q

:
Случай 3. N1 < q
1
6 . Воспользовавшись соотношениями (21), (20) и условиями
рассматриваемого случая, имеем
N1 > (N1N2)
1
2 =

Y
M1M2
 1
2
> Y
1
2
M1
>
 
x exp
  0; 6pln q 12
x
1
3
=
= x
1
6 exp

 0; 3
p
ln q

> q 536+ 920  exp

 0; 3
p
ln q

> q
5
36 > q
1
12 :
Для суммы T2(q;M;N;H) при M = H, M 0 = H1, N 0 = U1, N = N1,  =
1
12
, выполняются условия следствия 2 . Согласно этому следствию при x >
q
3
4
+ 1
12
+1;1 = q
5
6
+1;1, получим
T2(q;M;N;H) x exp

 0; 7
p
ln q

:
Оценка T1(q;M;N). Определяя m 1q из сравнения mm 1q  1 (mod q), най-
дем
T1(q;M;N) =
X
M<m162M1
(m1)q(m1)
X
U1<n6min(xm 1;2N1)
(n;q)=1
q(n  lm 1q ):
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Из соотношений (21), (20) и условий рассматриваемого случая имеем
N1 >
Y
M1
>
x exp
  0; 6pln q
x
1
3
> q 59+ 95  exp

 0; 6
p
ln q

> q
1
3
+ 8
5
:
Воспользовавшись этим неравенством, применим к внутренней сумме по n след-
ствие 1 при x = min(xm 1; 2N1), y = min(xm 1q ; 2N1)   U1 6 2N1,  = lm 1q .
Имеем
T1(q;M;N)M1N1 exp

 2  12
p
ln q

 x exp

 0; 7
p
ln q

:
Из полученных оценок Tk(q;M;N), k = 1; 2; 3, ввиду (19), получим утвержде-
ние теоремы.
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